Herleitung der ¢m.x Formel

Gegeben sei eine beliebige 2x2 Kontingenztabelle der folgenden Form

X1 Xo P

Y1 N1 Nz Ny
Yo N1 N2 N

2 Ne; Nez2 Nee

Wir haben gesehen, dass bei schiefen Randverteilungen der daraus berechnete ¢ Koeffizient nicht
mehr den Wert 1 bzw. -1 erreichen kann. ,,Schief* bedeutet in Bezug auf die Randverteilungen dabei
nicht, dass n;e # N2e bZW. Ne; # Ney, SONdern dass n;e # Ney bzW. N, # Nep. Randverteilungen in einer
2x2 Kontingenztabelle sind also genau dann schief, wenn das Verhéltnis von x; zu X, anders ist als das
Verhaltnis von y; zu y,.

Fur die Konstruktion der zugehorigen ¢max Tabelle miissen die Randhaufigkeiten erhalten bleiben,
lediglich die Verbundhdufigkeiten &ndern sich. Um die ¢nax Tabelle mit positivem Vorzeichen zu
erzeugen, kann nun auf der Nebendiagonale entweder anstelle von ny, oder n;, der Wert Null

eingesetzt werden. Bei schiefen Randverteilungen ist diese Stelle keineswegs beliebig. Man betrachte
dazu folgendes Beispiel.

Fir die Tabelle

X1 Xo X
yi 40 10 50
v, 30 1 31

sind die Randhaufigkeiten schief (70:11 versus 50:31). Es sind zwei mogliche ¢max Tabellen mit
positiver Korrelation denkbar, je nachdem, ob n;, oder n;, gleich Null gesetzt wird. Diese lauten

X1 Xo X X1 X X
Y1 0 50 Y1 50
Y2 31 y2 0 31
2 70 11 81 und 2 70 11 81

Man sieht sofort, dass die zweite Tabelle nicht zuldssig ist, da eine Verbundhéaufigkeit negativ
wird. Ein solcher Widerspruch tritt bei schiefen Randh&ufigkeiten zwangslaufig ein, so dass die ¢nax
Tabelle immer eindeutig zu bestimmen ist. Ob hierfiir ny, oder ny, gleich Null gesetzt werden muss,
wird allein durch die konkreten Randhéaufigkeiten definiert.

In jedem Falle wird nach dem Nullsetzen der erlaubten Stelle der Nebendiagonale auf der
Hauptdiagonale an der Stelle n,; die kleinere Zahl aus n;, oder n,; stehen. Die grifiere Zahl wirde zu
einer unzuldssigen Tabelle fihren, da dann die kleinere der beiden Randhédufigkeiten tberschritten



ware. Mit derselben Argumentation muss fiir n,, die kleinere Zahl n,, oder n,; erscheinen. Es gilt also
nach dem Nullsetzen

Ny, = Min(ny,, Ne1)
Ny = Min(nye, Ney)

Zusatzlich sieht man sofort, dass das Produkt der beiden Zahlen auf der Nebendiagonale Null sein
muss, da nach dem Nullsetzen von entweder ny, oder ny, einer der beiden Multiplikanden Null ist.
Setzt man diese Terme aus der ¢max Tabelle in die Formel fiir den ¢ Koeffizienten ein, so erhélt man

min(nl.l nol) ' min(nZOI Tl.z) -0
Pmax = .
\/nlo "Ne1 " Noe " Ne2

Nun muss ein kleiner Trick angewandt werden. Betrachtet man die beiden Zahlen n;, und n,;, S0
ist unmittelbar evident, dass eine der beiden Zahlen min(n;., n.;) und die andere der beiden Zahlen
max(n;e, Ne;) S€IN Muss, da bei nur zwei Zahlen notwendigerweise die eine der beiden die gréRere und
die andere die kleinere ist. Sind die beiden Zahlen gleich, bleibt diese Betrachtung prinzipiell korrekt,
nur ist die Zuordnung dann beliebig. Dieselbe Betrachtung gilt fur die Zahlen n,, und n,. Auch hier
muss eine der beiden Zahlen gleich min(n.., n.,) und die andere gleich max(n;., N.>) sein.

Der Nenner des ¢ma—Koeffizienten kann dementsprechend ersetzt werden als

min(nye, Neq) * Min(Nye, Nez)

Pmax =

\/min(nl.,n.l) - Max(Nyq,Ne1) * MIiN(Ny4, Nez) - MAX(N4e, Nez)

Nun gilt aber wegen x = vx - Vx

min(nie, Ney) = \/min(nl.,n.l) -\/min(nl.,n.l)

min(nye, Ney) = \/min(nz.,n.z) -\/min(nz.,n.z)

so dass wir den ¢na—Koeffizienten schreiben kdnnen als

_ \/min(nlc: nol) ’ \/min(nlo; nol) ’ \/min(nZQ; Tloz) ’ \/min(nZO; noz)

¢max -

Jmin(nye, ney) - max(nyq, Ney) - Min(nze, Nez) - max(nye, ney)

Da.x-y=+/x- ﬁ , kann der Nenner nun ebenfalls aufgeldst werden, womit man erhalt

_ ymin(ng,, ney) - ymin(nge, ner) - ymin(nge, nez) - min(ne, naz)

Pmax = Vmin(nie, ner) /max(nie, ner) - ymin(nge, ney) - /max(ng,, ne;)

Dies kirzt sich schlieBlich zu

3 \/min(nl., Ngy) \/min(nl., Ne1)

Pmax = Jmin(nye, ney) - \/max(nye, ney)




